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RESUMO

Este trabalho teve por objetivo apresentar um modelo numérico-computacional para andlise ndo linear
dinamica transiente de estruturas reticuladas. As formulagdes de cinco métodos implicitos de integracédo
encontrados na literatura foram apresentadas. Um cédigo computacional com os algoritmos desses métodos
foi desenvolvido com o programa livre Scilab. Um exemplo numérico de uma viga biengastada sujeita a uma
carga dinamica foi apresentado com o propésito de aplicar e comparar as respostas néo lineares dindmicas
obtidas pelos métodos de solucdo implementados. A estrutura foi discretizada por meio da formulacéo
corrotacional do Método dos Elementos Finitos considerando a teoria de viga de Euler-Bernoulli. A resposta
transiente foi obtida solucionando um sistema de equac¢des diferenciais ordinarias de segunda ordem. A
obtencéo das respostas dinamicas foi feita combinando-se as técnicas de integracdo temporal com o método
iterativo de Newton-Raphson padrao. Os resultados numéricos evidenciaram que a escolha do intervalo de
tempo é fundamental na analise transiente, uma vez que esta relacionado com a precisdo e com o esforco
computacional. Por fim, para a definicdo do método implicito a ser utilizado pelo analista/projetista em
simulagfes estruturais, dois aspectos devem ser considerados na analise dindmica, que séo a preciséo e a
estabilidade.

PALAVRAS-CHAVE: Andlise dinamica nao linear; Métodos implicitos; Formulagdo corrotacional; Analise
transiente.

1 INTRODUGCAO

Pesquisas tém sido focadas no desenvolvimento de métodos eficazes de elementos
finitos para andlise dindmica néo linear. Destaca-se o desenvolvimento de esquemas passo
a passo de integracao direta no tempo para as equac¢des de movimento nao lineares. Esses
esquemas sdo extensivamente usados para analise dinamica estrutural. Para encontrar a
solucéo no tempo t, o intervalo de tempo entre 0 e t é subdividido em n intervalos de tempo
At. Entdo, em vez de satisfazer a equacédo de movimento em qualquer tempo t, o equilibrio
dindmico é geralmente satisfeito apenas em pontos de tempo discretos. Além disso,
assume-se que a variacdo de aceleragéo, velocidade e deslocamento dentro de cada
intervalo de tempo segue um padrédo especial (REZAIEE-PAJAND; ESFEHANI; KARIMI-
RAD, 2018).

O objetivo dos esquemas numéricos para a analise dinamica estrutural ndo linear é
fornecer uma solucéo suficientemente precisa no tempo para o problema em consideracao.
Os métodos de integragdo temporal tém sido amplamente utilizados na analise dindmica
estrutural. Em geral, os métodos de integracédo de tempo podem ser categorizados como
métodos explicitos e implicitos (QU et al., 2017; LAVRENCIC; BRANK, 2020).

Os métodos explicitos empregam informacdes prévias para calcular o deslocamento
atual, o que significa que eles sdo livres de inversdo da matriz de rigidez;
consequentemente, possuem alta eficiéncia computacional, principalmente quando as
matrizes de massa e amortecimento sdo diagonais. Em contraste, os métodos implicitos
usam informacdes atuais para avaliar o deslocamento atual e, portanto, exigem maior custo
computacional nas operacdes da matriz em cada etapa. No entanto, os métodos explicitos
permitem apenas tamanhos de passo de tempo abaixo de um valor critico, enquanto que
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0s métodos implicitos ndo tém limitacdes de tamanho do passo de tempo (ZHANG; XING,
2019).

Estruturas com grande altura ou grande vao, encontradas em edificios, pontes e
torres de transmissao, resultam em grandes deformacdes na resposta dinamica, quando
submetidas a terremoto, carga de vento, entre outras. As grandes deflexdes e rotacdes das
estruturas induzem a néo linearidade geométrica na resposta dindmica. Embora esforcos
na analise dinamica néo linear tenham sido feitos nas ultimas décadas, considerando o
ndmero massivo de componentes e a complexidade das estruturas modernas combinadas
com a complicada motivacdo dinamica, procedimentos simples, robustos, eficientes e
estaveis para a resposta dindmica néo linear com grandes deslocamentos sdo desejaveis
(CHEN et al., 2022)

Com base na configuragéo de referéncia usada para descrever o movimento de um
elemento finito, ha trés formulag@es diferentes para lidar com a nao linearidade geométrica,
gue sdo as formulagbes Lagrangiana Atualizada (LA), Lagrangiana Total (LT) e
Corrotacional (CR). Na formulagéo LT, a configuracdo de referéncia € o estado inicial ndo
deformado, enquanto que a formulacdo LA adota o Gltimo estado deformado conhecido
como configuracdo de referéncia. Na formulacdo CR, o movimento do elemento é
decomposto em corpo rigido e deformacional puro. Um sistema de coordenadas locais, que
translada e rotaciona com o movimento geral do corpo rigido do elemento, é definido. A
parte deformacional é medida nesse sistema local (THAI et al., 2020; VIANA et al., 2020).

Este trabalho tem por objetivo apresentar um modelo numérico-computacional para
analise ndo linear dindmica transiente de estruturas reticuladas. As formula¢des de cinco
métodos implicitos de integracdo, quais sejam, Newmark (1959), WBZ-a. (WOOD et al.,
1980), HHT-o (HILBER et al., 1977), a-Generalizado (CHUNG; HULBERT, 1993) e Liu, Li
e Zhao (2013), sdo apresentadas. Um codigo computacional com os algoritmos desses
meétodos é desenvolvido com programa livre Scilab, versao 2023.1.0 (SCILAB, 2023), e é
aplicado em um problema de uma viga biengastada encontrado na literatura com o fim de
valida-lo.

A estrutura é discretizada por meio da formulacdo corrotacional do Método dos
Elementos Finitos (MEF) apresentada por Crisfield (1991) e Yaw (2009) considerando a
teoria de viga de Euler-Bernoulli. Supde-se que a relacdo constitutiva do material é elastica
linear. Ao discretizar o sistema estrutural por meio do MEF, a resposta transiente é obtida
solucionando um sistema de equacdes diferenciais ordinarias de segunda ordem. A
obtencao da resposta dinamica néo linear é feita combinando-se as técnicas de integracao
temporal com o método iterativo de Newton-Raphson padréo.

2 MATERIAIS E METODOS
2.1 EQUACAO DO MOVIMENTO

A equacao de movimento para um sistema dinamico estrutural pode ser expressa da

seguinte forma (ZHANG,; LIU; LIU, 2017; SOUZA, 2023):
Mii + Cu + Ku = Fgy; ()

em que M, C, K sdo as matrizes de massa, amortecimento e rigidez, respectivamente; o
vetor de deslocamento é dado por u, e sua diferenciacéo de primeira e segunda ordem em
relacdo ao tempo é denotada como u (velocidade) e ii (aceleracao), respectivamente; e Fext
€ um vetor de carga dado em fun¢éo do tempo t. Um procedimento alternativo e eficaz para
obter a solucdo da Equacéao (1) € o método de integragéo direta, que integra numericamente
a resposta dindmica estrutural passo a passo. A equacdo de movimento é satisfeita em um
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ponto de tempo discreto At separado no tempo. A solu¢cdo avanca no tempo assumindo
variagdes de deslocamentos, velocidades e aceleragdes dentro do intervalo At.

Resolver o sistema em Equacéo (1) consiste em encontrar a solugéo da estrutura no
instante t + At, satisfazendo as seguintes condi¢des iniciais do problema (KIM, 2020):

ut=0)= "ueut=0) = "u 2)
A aceleracdoemt=0¢ obtida diretamente por:
% = M~ (Feye — € %t — K %u) (3)

Para a solugdo de problemas de dindmica transiente, métodos de integracdo passo
a passo sao amplamente utilizados. Basicamente ha duas classes gerais de algoritmos
para problemas dinamicos - implicitos e explicitos (ZHANG; LIU; LIU, 2017). Nos métodos
explicitos, a solucdo no tempo corrente t + At € obtida considerando as condi¢cbes de
equilibrio no tempo anterior t e, assim, ndo ha necessidade de processos iterativos em cada
incremento. Nos métodos implicitos, as equacdes de equilibrio para o intervalo de tempo t
+ At dependem desse mesmo intervalo de tempo e também do intervalo de tempo passado
t e, portanto, € necessario o emprego de processos iterativos dentro de cada intervalo de
tempo.

Algoritmos implicitos tendem a ser numericamente estaveis, permitindo grandes
intervalos de tempo, e sdo mais efetivos para problemas de dinamica estrutural em que a
resposta € controlada por um namero relativamente pequeno de modos de baixa frequéncia
(DOKAINISH; SUBBARAJ, 1989).

2.2 METODO DE LIU, LI E ZHAO (2013)

O método proposto por Liu, Li e Zhao (2013) conserva a energia total. Usando as
iteracfes de Newton-Raphson, apenas um conjunto de equacdes implicitas precisa ser
resolvido nos pontos discretos de tempo com uma matriz de rigidez efetiva (Kef) simétrica
e um vetor de carga efetiva (Fer). Além disso, esse método leva ao mesmo esforco
computacional da Regra Trapezoidal, sem quaisquer variaveis adicionais e parametros
artificiais envolvidos. A integracao direta no tempo € um procedimento numérico passo a
passo. Ela resolve a Equacédo (1) em um conjunto de pontos de tempo discretos, ndo em
qualquer ponto de tempo. Assume-se que as solucdes sdo obtidas até o tempo t com o
incremento de tempo At, de modo que se pode encontrar a solugdo no tempo t + At por
meio da seguinte equacgéo iterativa:

t+AtKS;+1) Au®k+D) = t+AtF§<+1)' 4)
em que
t+AtK£1;+1) Y Azt t+Ate 4 Azt t+AtK(k) (5)
At?
t+AtF§<+1) _ t+AtM( tu + At i — t+Atu(k)) + T(t+AtFext t+AtFl(nkt)) (6)

nas quais o numero de iteracdo k =0, 1, 2, ... O vetor de deslocamentos u no tempo t + At
€ atualizado pela equacéao:
traty (k1) t+at (0 4 A (k1) (7)

Uma vez alcancada a convergéncia, a aceleracéo e a velocidade no tempo t + At séo
avaliadas por, respectivamente:

2
t+At (k+1) _ t+At, (k+1) t t.
Atz( u — u—At u), (8)
t+Atu(k+1) tu + Azt( tii + t+Atﬁ(k+1))_ (9)
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2.3 METODO o-GENERALIZADO

O método a-Generalizado foi apresentado por Chung e Hulbert (1993) e consiste na
combinacdo dos métodos HHT-a (HILBER et al., 1977) e WBZ-a (WOOD et al., 1980). A
equacao de equilibrio € modificada da seguinte forma:

M HAtmg o tAary | e trAtar t+At—afFeXt (10)

Os vetores aceleracao, velocidade, deslocamento, forgas internas e forgas externas
sdo determinados por meio da média ponderada dos seus respectivos valores para 0s
passos de tempo t e (t + At). Assim, as expressdes que descrevem tais variaveis sao
definidas por:

AT = (1 — a) i+ n tii (11)
trAt-ap —(1-a )t+ Y+ o (12)
Ay = (1 — ap) TP+ o (13)

AR = (1 — o) " Fine + o Fine, (14)
AR = (1 — ) ™ Fexe + 0 Fex, (15)

sendo ar € am parametros de ponderacéo pré-determinados, que descrevem a dissipacéo
numérica. Este parametro dissipa as forcas inerciais e aquele trata do vetor de
carregamento externo, da energia de deformacéo e das perdas de energia ocasionadas
pelo amortecimento. O vetor de carga efetiva (Fef) na interacéo (k + 1) e no tempo t + At €

dado por:
t+At
M
k k k
t+AtF( +1) _ (1—ap) t+AtF1(nt) +(1-ay)—— A0 AL, (k) ~(1- am)t+AtM t+Atqs
+ (1= o) — t+AtC t+Atu(k) +(1- af)t+AtC t+Atrs (16)

B At
— (1 — ap)y At € g — (1 — ap) " Foye — 0 Fext
+ o M Y 4 o TAC Y+ ap TRy,

na qual os vetores gs e rs sdo determinados de acordo com as equacdes:
t t.

t+At u u ( 1 )
= +—+(—=-1 17
Bt = a4 At(1—y) i (18)
A matriz de rigidez efetiva (Ker) € determinada pela expressao:
t+Aty, (k+1) t+At t+At t+Atyy (K)
K o —(l—am)BA2+M+(1—a)BAt+C+(1—af)+K . (19)

O método a-Generalizado é incondicionalmente estavel e apresenta precisdo de
ordem dois. Além disso, permite uma maxima dissipacdo de altas frequéncias e minima
dissipacéo de baixas frequéncias para os parametros:

y=05 —ay, + o (20)
B=1025(1—ay,+ap? (21)
A dissipacéo de baixa frequéncia € minimizada quando:
+1
a =" (22)

em que am € [-1,0] e ar € [0,1/3]. Destaca-se que para of = 0 implica no método WBZ-a e
para am = 0, no método HHT-a. Se af = am = 0, reduz-se ao método de Newmark (1959).

2.4 FORMULACAO CORROTACIONAL DO ELEMENTO DE VIGA-PILAR
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O elemento finito de viga-pilar tem dois nés e trés graus de liberdade por né. Na
teoria de viga de Euler-Bernoulli, assume-se que nao ha deformacéo de cisalhamento na
viga e, entdo, a secéo transversal permanece plana e normal ao eixo da mesma antes e
apos a aplicacao do carregamento.

As coordenadas dos nés “1” e “2” do elemento no sistema global na configuracéo
inicial sdo (X1, Y1) e (X2, Y2), respectivamente. O comprimento inicial (indeformado) Lo da
viga é dado pela seguinte equacéo (YAW, 2009):

Lo = V(X2 —X1)? + (Y2 — Y1)2 (23)

Para o elemento de viga na sua configuracdo corrente, as coordenadas nodais
globais s@o (X1 + U1, Y1+ vi) paraono “17 e (X2 + Uz, Y2 + v2) para o n6 “2”, em que u; € 0
deslocamento do no i na dire¢do X e v; & o deslocamento do né i na dire¢do Y, sendo i =
1, 2. O comprimento deformado L do elemento é (YAW, 2009):

L=yX,+u,—X;—u))?2+ (Yo +v, =Y, —vy)2. (24)
O vetor de deslocamentos globais p do elemento finito m é dado por:
Pm=[u1 vi 6; u, v, 06,]T. (25)
O deslocamento axial local (u) do elemento é calculado por:
u = L— LO' (26)

Assume-se que a deformacgéo especifica ¢ é constante, a qual € determinada por ¢
= ul/Lo. A forca axial N da barra €, entdo, avaliada conforme a equacgéo:
EAu
=1 (27)
na qual A é a area da secao transversal e E é o mddulo de elasticidade longitudinal. Usando
a analise estrutural padrdo, os momentos locais nas extremidades do elemento de viga-
pilar (M; e M,) sédo relacionados com as rota¢es nodais locais (611 e 02) da seguinte forma
(CRISFIELD, 1991; YAW, 2009):
M, Lo 11 21[85
em que | € o momento de inércia da sec¢do transversal. As rotacdes nodais locais sao
computadas por, respectivamente:

B cosf3 sinf3; — sinf3 cos[31>

O = arctan (cosB cosf; + sinf sinp;/’ (29)
3 cosf sinf3, — sinf3 cosBz)

021 = arctan (cosB cosB, + sin sinf,/’ (30)

sendo B1 =01+ Poe P2 =02+ Po. Os @ngulos 0: e 62 s&o as rotacdes nodais globais calculadas
a partir do sistema de equacdes globais. As expressdes para o angulo inicial Bo € 0 para o
angulo corrente p da barra séo, respectivamente:

Y- Y;
By = arctan (Xz — Xl), (31)
Y2+V2 _Yl_Vl)
= arct . 2
B are an(X2+u2—X1—u1 (3 )

A matriz de rigidez tangente elementar Kel € determinada em fungéo da parcela da
matriz de rigidez dependente do material Km e da matriz de rigidez geométrica ou das
tensdes iniciais Kg, dada pela seguinte equacéo (CRISFIELD, 1991; YAW, 2009):

Ke1 = Ky + Kg, (33)
na qual
Ky = BTDB, (34)
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N M; + M,

K¢ = fzzT +— (rz" +zr"). (35)
A matriz D na Equacéo (34) € a matriz constitutiva dada por:
Eall O 0
D= T [0 4r?  2r?|, (36)
Olo 2r? 4r?
emquer = \/I/_A € o raio de giracao, os vetores z e r sdo, respectivamente:
z=[s —c 0 —-s c 0]F, (37)
r=[-c -s 0 ¢ s 0], (38)
e a matriz B é:
—Cc -s 0 c S 0
B=|-s/L ¢/L 1 s/L —c/L O]_ (39)
—s/L ¢/L 0 s/L —-c/L 1

As expressOes para calcular os valores do seno e do cosseno do angulo 3,
denotados por s e ¢ nas Equacg0des (37), (38) e (39), sdo descritas por, respectivamente:
Yo +v, =Y —vy

s =sen(f) = 7 \ (40)
X, +u;, —X; —u
c=cos(B) = 2 2 T ! L (41)
O vetor de forgas internas elementar Fel € determinado por:
Fe = BT[N l\7[1 MZ]T (42)

3 RESULTADOS E DISCUSSAO

Nesta secdo, um exemplo nhumérico de uma viga biengastada sujeita a uma carga
dindmica, estudada por Yang e Saigal (1984) e Silva (2009), é apresentado com o propésito
de aplicar e comparar as respostas nao lineares dindmicas obtidas pelos métodos implicitos
de Newmark, WBZ-a, HHT-a, a-Generalizado e Liu, Li e Zhao (2013). Os valores dos
parametros inerentes a cada método sédo considerados conforme a Tabela 1.

A andlise transiente tem por objetivo avaliar a resposta de uma estrutura submetida
a acdo de um carregamento qualquer varidvel ao longo do tempo. Nos problemas
dependentes do tempo, a resposta do sistema, sujeito a condi¢cdes iniciais de
deslocamentos, velocidades e aceleragcdes, bem como a acdo de carregamentos
dependentes do tempo, é calculada em um intervalo de tempo definido. Ao discretizar o
sistema por meio da formulacdo corrotacional do MEF, a resposta transiente € obtida
resolvendo o sistema de equag0des diferenciais ordinarias dado pela Equacgéo (1).

Tabela 1: Valores dos parametros inerentes a cada método

Método de Solucéo Parametros
Newmark oam=o0f=0
WBZ-a aom=-leoaf=0
HHT-a aom=0ear=1/3
o-Generalizado om=-1/2e os=1/6
Liu et al. (2013) -

Fonte: O Autor

Considere a viga biengastada ilustrada na Figura 1 com 51 cm de comprimento e
secdo transversal retangular com area A = 0,806 cm? e momento de inércia | = 6,77 x 103
cm?. O mdédulo de elasticidade E e a densidade p sdo adotados iguais a 206,84 GPa e
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2,7786 x 10° Ns?/m4, respectivamente. Uma carga P = 2,85 kN é aplicada na estrutura
durante 1,0 s e o deslocamento vertical no centro da viga (ponto de aplicacao da forca) é
controlado durante 0,005 s. Adotam-se a tolerancia para o critério de convergéncia tol = 1,0
x 108 e 0 nlmero maximo de iteracdes no ciclo iterativo (correcédo da solucéo predita) kmax
= 200. A analise dindmica é efetuada sem amortecimento, isto é, a matriz de amortecimento
C =0 na Equacéo (1).

P(t) PNy,

2,85 —_—

s

i
N I
7 I

t(s)

255 cm _—

25,5
A L————— em 'k b) 1

Figura 1: Modelo estrutural e carregamento referentes a viga biengastada.
Fonte: O Autor.

v

Utiliza-se nas simulagdes a matriz de massa condensada M. Nessa matriz, toda a
massa do elemento é transferida diretamente para seus nés, resultando em uma matriz
diagonal, sendo representada pela seguinte equacao (LE; BATTINI; HJIAJ, 2011):

M= [m 03] (43)
10 0
AL
m=p2°0 10 | (44)
0 0 Ly*/12

em que 03 é a matriz nula de ordem 3 e p é a densidade do material.

A resposta ndo linear tempo versus deslocamento vertical no centro da viga é
apresentada no Grafico 1, considerando a malha com 10 elementos finitos e diferentes
valores para o incremento de tempo At. Nota-se, nesse gréfico, que a escolha do tamanho
desse incremento no inicio da analise afeta a qualidade da resposta dinamica néo linear. A
proporgdo que o valor de At diminui, as curvas tempo — deslocamento obtidas pelos
métodos implementados se aproximam.
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Legenda

24 W Newmark

m WBZ-a
- = ™ HHT-a
E_ § - Generalizado
= 154 = ® Liu et al. (2013)
o L X Silva (2009)
E § # Yang e Saigal (1984)
8- -]
5 ] ~ 5
£ E
3 \ *9 3
8 A * s
3 054 X 3
* %
0 - - . : | 0 ; ; : :
0 0.001 0.002 0.003 0.004 0.005 0 0.001 0.002 0.003 0.004 0.005
tempo (s) tempo (s)
a) NP = 100 (At = 0,00005 s) b) NP = 200 (At = 0,000025 s)

21 24
3 £
L L
® 151 ® 151
S S
b= T
@ o
> >
o o
1 s 1
£ £
S 3
o o
205 205

- |
04 T T T 0 T T
0 0.001 0.002 0.003 0.004 0.005 0 0.001 0.002 0.003 0.004 0.005
tempo (s) tempo (s)

c) NP = 500 (At = 0,00001 s) d) NP = 1000 (At = 0,000005 s)

Grafico 1: Simula¢des com 10 elementos finitos variando o valor do incremento de tempo At.
Fonte: O Autor.

No Grafico 2, aparecem as curvas tempo — deslocamento obtidas com os métodos
implicitos implementados, considerando a viga discretizada com 60 elementos finitos e o
incremento At = 5,0 x 10 s, havendo razoavel concordancia com os pontos de equilibrio
obtidos por Silva (2009).

O algoritmo da técnica de integracdo de Newmark associada ao método de Newton-
Raphson padrdo pode ser em encontrado em Souza (2023).

2

Legenda
| |™ Newmark
m WBZ-u
| |™ HHT-«
- Generalizado
m Liuetal (2013)
X Silva (2009)
| # Yang e Saigal (1984)

deslocamento vertical (cm)

0 0.0005 0.001 0.0015 0.002 0.0025 0.003 0.0035 0.004 0.0045 0.005
tempo (s)

Gréfico 2: SimulagGes com 60 elementos finitos e incremento de tempo At = 5,0 x 10° s.
Fonte: O Autor.

4 CONCLUSAO

Este trabalho apresentou a formulacdo de cinco métodos implicitos de integracéo
direta existentes na literatura, em que as relacdes de equilibrio sdo satisfeitas em pontos
de tempo discretos At. As matrizes M e C foram assumidas constantes durante a analise
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nao linear. Uma formulacao corrotacional do MEF foi apresentada para a analise dinamica
geometricamente ndo linear considerando a teoria de viga de Euler-Bernoulli. A solucéo
aproximada foi obtida por meio de sucessivas resolucdes de sistemas de equacdes
algébricas lineares utilizando o esquema iterativo de Newton-Raphson padréo.

A partir dos resultados numéricos do problema de uma viga biengastada sujeita a
uma carga dinamica, pode-se constatar que a escolha do intervalo de tempo é fundamental
na analise transiente, visto que esta relacionado com os critérios precisdo e esforco
computacional. O incremento dever ser grande o suficiente para resguardar o custo (tempo
de processamento), e pequeno o suficiente para obter a solucdo precisa. Posto isso, é
importante selecionar um incremento de tempo apropriado e que seja capaz de satisfazer
esses dois critérios contraditorios.

Os algoritmos implicitos tendem a ser numericamente estaveis, permitindo a
consideracao de grandes passos de tempo. No entanto, o custo computacional por passo
de tempo na analise dindmica ndo linear € alto e as exigéncias de armazenamento tendem
a aumentar drasticamente com o tamanho da malha de Elementos Finitos.

Por fim, para a definicho do método de integracdo direta a ser utilizado pelo
analista/projetista em simulacdes estruturais, dois aspectos devem ser considerados na
analise dindmica, quais sejam, a precisao e a estabilidade. Aquele diz respeito a acuracia
da resposta numérica, e este tem relagdo com o comportamento do algoritmo e o acumulo
de erros ao longo de incrementos de tempo.
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